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Resume 



^^ i Nous poursuivons I'etude de la formule des traces pour certains revetements de groupes 

Cn I reductifs connexes en deduisant une formule explicite du cote spectral, basee sur des resultats 

d'analyse harmonique locale dans les travaux precedents. Les arguments sont dus a Arthur 

et nous expliquons comment ils s'adaptent aux revetements. 
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1 Introduction 

Get article succede a |151 116]. qui visent a etablir la formule des traces invariante d'Arthur 
pour une certaine classe d'extensions centrales des groupes topologiques 

l^Pm^G^ G(A) ^ 1 

oil pm '■= {s S C^ : e"^ = 1}, G est un groupe reductif connexe sur un corps de nombres F, 
et A = Ap est I'anneau d'adeles. On exige aussi certaines proprietes rendant I'etude des formes 
automorphes possible, par exemple un scindage de p au-dessus de G{F) et la commutativite 



des algebres de Hecke spheriques en presque toute place non archimedienne de F ; voir [K] pour 
les details. On I'appelle un revetement adelique a m feuillets. 

La formule des traces grossiere, ainsi qu'elle est enonce dans |15] . est une egalite de la forme 

Y^Uf) =J{f)= Y^J^U), feC^iG'). 

le cote geometrique jg ^^^^ spectral 

Ici 0*-' signifie I'ensemble des classes de conjugaison semi-simples dans G{F) et X^ signi- 
fie I'ensemble des donnees cuspidales automorphes, autrement dit des W(p-orbites des paires 
{M, a) oil M est un sous-groupe de Levi semi-standard et a est une representation automorphe 
cuspidale de M^. 

Les termes sont effectivement les valeurs en T = Tq des polynomes Jj {f), <^J(/) et J^{f) 
en T G ao, ou To est un point canonique defini par Arthur dependant du choix d'un sous- 
groupe compact maximal. Le terme J^{f) est I'integrale diagonale d'un certain noyau tronque 
de Paction reguliere de / sur L?'{G{F)\G^) pour T suffisamment regulier. Une telle formule 
n'est pas assez utile pour des problemes globaux. Par exemple, J^{f) est defini en termes des 
produits scalaires des series d'Eisenstein tronquees, integres sur I'axe imaginaire, dont on ne 
s'attend a aucune formule utile et generale. II faut done trouver des formules plus fines pour les 
termes Jo{f) et Jxif)- 

Le cote geometrique est deja traite dans [15], oir est obtenu un developpement a la Arthur [7] 
en termes des integrales orbitales ponderees. Dans cet article, nous considerons le cote spectral 
en suivant toujours les arguments d'Arthur [3ll3]. Nous utilisons les fonctions test K-fimes afin 
d'avoir des resultats de finitude, oil K est un sous-groupe compact maximal convenable de G. 
Pour de telles fonctions / nous obtenons une formule dans le Corollaire 16.101 : 

JAf)= E E E E i^o'iKi-^- 

M€C(Mo) TTgn^niUAJi) ie£(Af) sgTyi(M),eg 



\det{s-l\ajtt)\-^ J tv{ML{P,X)Mp\p{s,0)Ip{X,f)x,^)dX 



oil P € V{M) est arbitraire. 

Suivant [8], nous regroupons ensuite les x selon les normes des parties imaginaires de leurs 
caracteres infinitesimaux v^. On introduit ainsi Jt[f) '■= Z^y-iiirtu/ ||=t"^x(/) po^r tout t > 0. 
Si Ton extrait les termes avec L = G et ||Imi/^|| = t dans la formule precedente, on arrive a 
la partie i-discrete Jdisc,t{f) de la formule des traces. C'est la partie qui nous interesse. Grace 
a des proprietes d'admissibilite enterrees dans la construction du spectre discret [l7l V], on 
introduit un ensemble Iidisc,t{G) de representations de G^ et des coefficients ^^^^^(vr) pour tout 
vr G Udisc,t{G), tel que 

Jdisc,t{f)= E «disc(^)trvr(/). 
TendisctCG) 

Ce n'est pas clair si ^^ Jdisc,t{f) converge absolument. Nous n'abordons pas cette question 
malgre son utilite dans des applications. Toutefois il n'est pas impossible d'adapter les methodes 
dans le cas reductif [13]. 

Remarquons que, dans [15] on ne considere que la partie specifique de la formule des traces, 
c'est-a-dire on se limite aux representations specifiques et aux fonctions anti-specifiques, bien 
que le cas general en resulte sans peine. Cette restriction est cruciale pour le cote geometrique 



mais n'importe pas pour le cote spectral. On autorise ainsi toutes les representations et fonctions 
test de G^ dans cet article. 

Selon [TU], I'etape suivante sera de definir les caracteres ponderes locaux canoniquement 
normalises [9], et les coefficients globaux a*^(-) pour tout sous-groupe de Levi semi-standard 
M. On obtiendra ainsi un developpement de Jt{f) en termes de ces objets, pour tout t > 0. Ceci 
difFere de I'approche anterieure dans [8j en ce que nos caracteres ponderes seront canoniquement 
definis, et que nous utiliserons les facteurs normalisants locaux non ramifies pour les coefficients 
a (•) qui font intervenir des fonctions L partielles au lieu des fonctions L automorphes et des 
facteurs e selon I'approche anterieure. Pour cela, il faut aussi une majoration de la convergence 
absolue en termes de multiplicateurs [8, §6]. Nous les laissons a un article a venir. 

Un mot sur les definitions : nous devions des conventions d'Arthur adoptees dans [15, §6.1] 
en changeant la definition de I'espace A'^{P) (voir ^. La nouvelle convention a deux avan- 
tages. D'abord les termes pp disparaissent dans les definitions des series d'Eisenstein et des 
operateurs d'entrelacement globaux. Deuxiemement, cela est plus compatible avec la situation 
locale dans [16] et facilite la comparaison local-global des operateurs d'entrelacement dans ^ 
Ce changement n'affecte nullement les arguments d'Arthur. 

Enfin, donnons quelques remarques concernant le style et les preuves. Les arguments sont 
tons dus a Arthur et un expert pent s'en convaincre immediatement. Plus precisement, les 
ingredients importants sont le suivants. 

1. Decomposition spectrale [T7], notamment la construction du spectre discret par residus. 
C'est valable pour les revetements. 

2. Majorations precises pour le cote spectral de la formule des traces grossiere [3l Appendix]. 
Cette partie est de nature plus elementaire modulo la decomposition spectrale, et nous ne 
le traitons pas en profondeur. 

3. Theoreme de Paley- Wiener d'Arthur |6j, qui est valable pour tout groupe reel dans la 
classe de Harish-Chandra, y compris les composantes archimediennes des revetements 
adeliques. 

4. Formule du produit scalaire des series d'Eisenstein tronquees [5]. Malheureusement cela 
n'est pas encore completement redigee, meme dans [T^. Nous nous contenterons d'en 
donner les enonces et d'indiquer qu'elle s'appuie sur la theorie de base de la decomposition 
spectrale, eg. le calcul des termes constants des series d'Eisenstein. 

5. Normalisation des operateurs d'entrelacement locaux, qui est faite dans [l6j pour les 
revetements. 

6. Arguments combinatoires d'Arthur, eg. la theorie de {G, M)-familles, qui marchent sans 
modification. 

Ayant justifies ces ingredients, notre tache est de clarifier la logique des demonstrations 
d'Arthur. Parfois nous ne donnons qu'une esquisse de la demonstration afin d'eviter de creer 
un texte geant et illisible. D'autre part, nous remplissons aussi les details de certains arguments 
d'Arthur, par exemple dans la Proposition 17.11 

Organisation de cet article Dans le ^ nous rappelons le formalisme pour les revetements 

mis dans [15j. 

Dans le ^ nous mettons en place les definitions des series d'Eisenstein et des operateurs 
d'entrelacement. Nous donnons ensuite I'enonce complet de la formule du produit scalaire des 
series d'Eisenstein tronquees, qui permet de donner une description simple asymptotique pour 

JJ(/). 

Dans le SgJ nous utilisons un theoreme de multiplicateur d'Arthur pour inserer une fonction 
B € C^(if)*/iOg)'^ avec B{0) = 1 dans I'integrale definissant J^{f) et definissons un polynome 



P'^{B) asymptotique a J'^{f), qui permet de contourner des problemes analytiques. On obtient 
Jj(/) en evaluant lim^^o P'^ (B') avec B'{-) = B{e-). 

On arrive a une formule explicite pour P''"{B) dans le S}U]en introduisant des {G, M)-familles. 
La famille cq controle la dependance sur T, tandis que I'autre famille dq est definie a I'aide des 
operateurs d'entrelacement. La formule cherchee resulte alors des formules de descente dans la 
theorie de {G, M)-faniilles. 

Pour se debarrasser des termes B^ dans les formules precedentes, il faut montrer que des 
fonctions rf^{iT\,P) qui se deduisent de facteurs normalisants globaux sont a croissance moderee 
en A € i{a1)*, ce qui est le sujet du ^ Enfin, on definit Jdisc,t(/) et deduit un developpement 
dans le ^ 

Remerciements Get article est redige a la fin de ma Longue Marche doctorale a Paris. 
J'exprime ma profonde gratitude a mon directeur de these Jean-Loup Waldspurger, qui a tres 
attentivement lu le manuscrit, ainsi que les membres de I'equipe des formes automorphes de 
I'lnstitut de Mathematiques de Jussieu pour les excellentes conditions de travail qu'ils ont 
fournies pendant ces trois annees. 

2 Preliminaires 

Rappelons brievement le formalisme dans [T^ pour les revetements. On se donne 

- F : un corps de nombres ; 

- soit V une place de F, on note F^ le complete de F en v ; si v est non archimedienne, on 
note 0^ son anneau des entiers ; 

- A = Ap := Yl^Fy : I'anneau d'adeles de F ; 

- G : un F-groupe reductif connexe ; 

- une extension centrale 1 -^ pm — ?• G — )• G(A) — > 1 de groupes topologiques, ou m est un 
entier positif, qui forme un revetement adelique a m feuillets ; en particulier on dispose 
d'un scindage i : G{F) ^- G de p, par lequel G{F) s'identifie a un sous-groupe discret de 
G (voir U5, §3]) ; 

- Mq : un sous-groupe de Levi minimal de G. 

Notations combinatoires Nous utilisons les notations dans [15] concernant les sous-groupes 
de Levi, les paraboliques et les racines, etc, qui sont pour I'essentiel celles d'Arthur. Par exemple, 
on note W^ le groupe de Weyl associe a Mq. Si M G £(Mo), on note 

W^{M) := {w G W^ : wMw~^ = M}/W^^ = NormG(M)/M, 

H^^(M)reg := {w G W^{M) : Ker {w - l|af^) = {0}}. 

Soient M, M' G £(M), on pose 

W{aM, Oa/') := {w G W^ : wMuj-^ = M'}/W^^. 

Fixons un sous-groupe compact maximal special K = Yly K^ de G(A) tel que K^ est en 
bonne position relativement a Mq pour toute place v. II convient aussi de fixer un sous-groupe 
parabolique minimal Pq G C{Mq), bien que nos resultats finaux n'en dependront pas. Arthur 
montre dans P] qu'il existe un unique element Tq G Oq' tel que 

Hpoiw-^) = (1 - w~^)Tq, w G W^ 

ou w designe un representant quelconque de w dans G{F). On pent ecrire w = mw avec 
m G Mo(A) et w G K, d'ori Hp^{w~^) = Hi^[^{m~'^). Done Tq ne depend pas du choix de 
Pq G V{Mq). 



Revetements Si v est une place de F, on note p^ : G ^ G^F.^) la fibre de p au-dessus de 
G{Fy). Dans la definition des revetements adeliques, c'est sous-entendu que I'on fixe un ensemble 
fini Vram des places de F contenant toutes les places archimediennes. On note Oram I'anneau des 
Vram-entiers dans F et on fixe un Oram-modele du schema en groupes G. Pour v ^ Kamj on 
prend K^ := G{Ov)- Grosso modo, I'hypothese est qu'il existe un scindage s^ : Ky ^-> Gy de 
p^, tel que le triplet {py,Ky,Sy) fournit un revetement non ramifie pour tout v ^ Vram, et 
que les applications Sy definissent une section du revetement adelique sur un ouvert compact 
(cf. [151 §3-1 et §3.3]). Quitte a agrandir Vram, on pent supposer de plus que Ky est en bonne 
position relativement a Mq pour toute place v ^ T4am- Fixons un sous-groupe compact maximal 
K = Y[y Ky de G(A) et posons K := p~^{K), tel que 

- Ky est special et en bonne position relativement a Mq pour tout v ; 

- pour tout V ^ 14am, Ky est le groupe hyperspecial choisi precedemment qui s'identifie a 
un sous-groupe de Gy a I'aide du scindage Sy. 

Les elements et sous-groupes de G sont dotes du symbole ~, par exemple x, P, M, etc, 
tandis que leurs images par p sont notees par x, P, M, etc. 

On a G = YlyGv/ {i^v)v G ©j, Pm '■ Y\y ^v = l}, oii le produit restreint est pris par rapport 

a {Ky)y^Vr^.^- 

Rappelons aussi que, pour toute place v, il existe un scindage canonique de p^ au-dessus 
de la sous-variete unipotente G^mpiFy), qui se restreint en un homomorphisme sur chaque 
sous-groupe unipotent. Ces scindages se rassemblent en un scindage du revetement adelique p. 
Identifions ainsi les elements unipotents de G(A) a des elements de G. 

Imposons les memes conventions que dans [15] pour les mesures de Haar sur les revetements 
ainsi que les espaces vectoriels qm, ci^/, etc. Fixons une norme Wo^-invariante ||-|| sur oq induisant 
la mesure de Haar choisie sur oq. 

Representations et fonctions Soit H un groupe localement compact, on note nunit(-f^) 
I'ensemble de classes d 'equivalences des representations unitaires irreductibles de H. Soit vr S 
^unit{G)- II n'est pas toujours un produit tensoriel restreint car G n'est pas forcement un 
produit restreint. Or on pent tirer vr en une representation de nu^f ^^ P^i^ I'ecrire comme un 
produit tensoriel restreint, grace a notre hypothese sur la commutativite des algebres de Hecke 
spheriques [151 §3.2] : la cle est que pour toute v ^ Vram et toute representation lisse irreductible 
de Gy, son sous-espace fixe par Ky est de dimension 1. Ainsi, par abus de notation on ecrira 

TT = 6^vr„. 



,(A,H^{-)> 



Pour vr comme ci-dessus et A G a^, on deduit une nouvelle representation irreductible 



Solent M G C^{Mo), vr G nunit(M) et w; G W^ avec un representant w G G{F). On 
note wt: G Ilumt{wMw~^) la representation {w7r){m') = 7r{w~^rh''w) pour m' G wMw~^. La 
representation est independante du choix de w a equivalence pres. Idem pour M^ au lieu de 
M. Rappelons d'ailleurs que nous avons defini dans [TJl 3.4] un sous-groupe central Am,oo de 
M qui est isomorphe a un espace euclidien (et desole pour le conflit potentiel de notations), tel 
que M = M^ x Am, oo- Ainsi, nunit(^^) se plonge dans nunit(Af). 

Soit <f) : G{F)\G^ -^ C une fonction localement integrable. Soit P G J-'(Mo), on note 
4>p{x) := Jij(p)\u(^) <p{ux)du son terme constant le long de P. C'est encore une fonction loca- 
lement integrable. 

Soit P G F{Mq), posons 

dp(T) :=sup{(a,r) : a G Ap}, T G ao 



et ecrivons dQ{T) := dp^iT). 

Pour T € Oo avec do{T) ^ 0, on peut definir la fonction tronquee A </> par 

A^c^{x)= Yl (-lf"'^«/^« Yl MHpi7x)-T)cPpijx) 

ou fp est la fonction caracteristique de 

{iJ G oo : Va G Ap, {wa,H) > 0}. 

3 Produit scalaire des series d'Eisenstein tronquees 

Definitions de base Fixons les objets p : G — )• G(A), Pq, Mq, K comme dans la section 
precedente. Soient M G C{Ma), P = MU G P(M) tel que P D Pq. L'espace L'^{M{F)\M^) est 
un espace de Hilbert de fagon evidente. On definit les espaces suivants 

A{P) = A{U{A)M{F)\G) : les formes automorphes sur U{A)M{F)\G, 
-4cusp(-P) : le sous-espace des formes cuspidales. 

Cf. [T71 1.2.17] ; dans cet article nous factorisons le sous-groupe Am,oo, par consequent nous ne 
fixons pas le caractere central. 

Pour (j) G A{P) et X G G, on definit (j)x{-) '■= 5p{-)~'^(k{'x) qui est une fonction sur M. 
Definissons ensuite 



A^{P) := <^ 



>, 



G A{P) :Vx (^G,(l}i(^ L\M{F)Am,oo\M), ' 
et/ / |0,(^)Pd^d^<+oo 

K Af(F)\Afi 
•^cuspl-' J •" -^ (Pj '' •^cusp[P)- 

Desormais nous identifions M{F)Am,oo\M et M{F)\M^. Soient (/>,(/>' G >1,^(P), on pose 



') := / / (/)^(m)i?i>'-(m) dmdA; 

k M{F)\M^ 

qui fournit une structure pre-hilbertienne. On note A?{P), etc, les completes hilbertiens ainsi 
obtenus. 

Soit A G a*M£-, on definit une representation de G sur A^{P)^ notee Ip{X), en posant 

(Xp(A,y)0)(x) = </.(xy)e<^'^Hx'.)-//p(x)>^ i,y G G. 

Si vr G HunitC^^), on note L^{M{F)\M^)^ le sous-espace vr-isotypique de L^{M{F)\M^). 
Notons ^^(P)7r l'espace des fonctions G ^^(P) telles que (px G i^(M(F)\M^)^ pour tout 
X. On definit ^cuspC-^)^ de la meme fagon. Remarquons que A'^{P)Tr 7^ {0} si et seulement 
si vr intervient dans LI-^^{M{F)\M'^) d'apres [HI V.3.17]. Done Ip{X) s'identifie a I'induite 
parabolique normalisee de L^^^^iM {F)\M^) (g) e^^'-^A/C-)). 

Soient cj) G A{P) et A G aXfC °^ definit la serie d'Eisenstein E{(f),X), qui est la fonction 
X 1-^ E{x,(j),\) sur G{F)\G donnee par la formule suivante lorsque (ReA,a^) » pour tout 
a G Ap 

6 



7eP(F)\G(F) 

Cela se prolonge en une fonction meromorphe en A € o^f c- D'autre part, soient A comme 
ci-dessus, w G W^ et M' := wMw'^ tels qu'il existe P' = M'U' G V{M') avec P' D Pq, on a 
I'operateur d'entrelacement 

M{w,X) ■.AiP)^AiP'). 

Lorsque (ReA, a^) » pour tout a G Ap, cela est defini par I'integrale absolument convergente 
M{w, A)0 : i ^ / (/)(ii;-iMx)e<^'-^^('^"'"^)>e<-"'^'^^'(^)> du 

{U'nwUw~'^)(A)\U'{A) 

oiiw (z G{F) est un representant quelconque de w. Cela se prolonge en une fonction meromorphe 
en A. II entrelace Ip{X) et Zp,{wX), et il envoie A'^{P)n sur A'^{P')wtt- On verifie aussi qu'il ne 
depend que de la classe wWq^ . On a les equations fonctionnelles suivantes 

E{M{w,X)^,wX) =E{(j),X), 

M{wiW2,X) = M{wi,W2X)M{w2,X)- 

C'est connu que E{(p, A) et M{w, A)(/> sont reguliers lorsque A G ia^j et (p £ A^{P) ; de plus, 
M{w, A) est unitaire sur ^(P). Voir [17, VI.2]. 

L' ensemble des donnees automorphes cuspidales X = X^ est forme des VKg^-or bites des 
paires {M',a) ou M' G C{Mq) et a est une representation automorphe cuspidale de (M')^. II y 
a une application naturelle jC''^^ — > X*^ a fibres finies. La theorie de la decomposition spectrale 
donne une decomposition orthogonale 

L^{M{F)\M^) = ^L^{M{F)\M\. 
xG3e 

Precisons. Soit x*^ = [-^'jc] £ X'^^ . Grosso modo, L'^{M{F)\M^)^m est le sous-espace obtenu 
en prenant les residus des series d'Eisenstein associees a a, cf. [171 VI]. On definit 

L\M{F)\M\:= L\M{F)\M\m. 

On definit ainsi les espaces 

A\P\ := {(t) G A\P) : Vx G G,(px G L2(M(F)\M1) J, 

En prenant les completes hilbertiens dans A^{P)^ on definit les espaces A'^[P)Tf, A^{P)y^^T^, 
etc. Ce sont des sous-espaces invariants de Tp{X) pour tout A G aX/c ^^^ '^^^^ ^^^ sous- 
representations ainsi obtenues par Xp(A)7r, Xp(A);^^7r, etc. Enfin, il convient parfois de fixer un 
sous-ensemble fini T C IlunitC-^)) i-e. des iT-types, et on introduit les sous-espaces A?{P)y^^Tt;r, 
etc., qui sont engendres par les vecteurs transformant selon les elements de F. Ce sont des 
espaces vectoriels de dimension finie. 



La formule du produit scalaire Pour Y G oq, notons coinine d'habitude Yq la projection 
de Y sur ac- Introduisons la notation suivante 

G^ := {x G G : H^ix) = Yg}, 



(h\h')^y:= / h{i)W{i)dx, h,h' £L'^{GiF)\G^), 

G{F)\GY 
ih\h')^ := (/i|/i')g,o' h, h' G L\G{F)\G^). 

Soient 5, T G oq avec do{T) » 0. D'apres une propriete generale des operateurs de troncature^ 
la serie d'Eisenstein tronquee A E{(j), A) restreinte a G{F)\G est de carre integrable pour tout 
G ^2(p). 

Theoreme 3.1 (cf. [5, §8]). Fixons les donnees x,r comme ci-dessus. Soit P' = AI'U' un autre 
sous-groupe parabolique standard de G. Alors il existe 

- un sous-ensemble W{aM,o.M',x) de W{aM,aM') ', 

- un sous-ensemble fini £xp de a^ ; 
tels que 

- {X, w^) < pour tout X G Sxp et tout a G Aq ; 

- OeSxp 

et les proprietes suivantes soient verifiees : soient cp G A'^{P)^t, 4>' ^ •^^{P')x,^' ^ ^ "^M c ^^ 
A' G a^j; f^, on a un developpement 

iA^Ei<p,X)\A^Ei^',-\'))^,^= Y. g5'^(A,A',0,</.')e<^'^> 

XeSxp 

avec 

g5^(A,A',0,<A') = E P^'£,(A,A',<A,<A')e<*^-*'^'^> 

(t,t')eVl/{0M,aA//,x) 

ou Pxtt'i^^ '^' ^ ^-^ ^') ^^^ ^"' polynome en T. En tant qu'une fonction en (A, A'), p-^^ ^,(-, •, cj), (j)') 
est meromorphe, elle est reguliere lorsque A G ia\.j, A' G ia^/. 

Vu les proprietes de £'xp, le comportement asymptotique de {A'^E{(f), \)\JS^ E{(l)' , — A'))^ ^ en 

T est controle par le terme ^q ' (A, A', (j), (j)'). Une description beaucoup plus precise est donnee 
ci-dessous. Posons 

_ {t\-t'\',T) 

(1) a;^(A,A'»'):= E E {M{t,X^\M{t' ,-X')<p') ^ (tX-t'X'Y 

^1=^-^1 ^ii'eVl/{aM'|aMi) 

Voir |15[ §4.2] pour les definitions de 0pj. Fixons aussi 5,N > avec A'^ suffisamment grand, et 
posons 

(2) r:={rGa+:(io(T)>5||r||>iV}. 

Theoreme 3.2 ([5l Theorem 9.1]). Conservons les notations precedentes. 

1. On a 

q^^''{X,X',ct>,cl,')=u^{X,X',<P,<P'). 



2. II existe e > et une fonction localement bornee p : ia\,j x ia\j, — )• M>o, tels que 
|(A^S(,^,A)|A^i?(0^AO)G,^-^^(A,A^0,0')l</>(A,A')||0||||0'i|e-^ll^ll 
pour (j), (j)' comme dans le Theoreme VJ . 1[ T € T et X £ io*M, A' G ia^j,. 
CoroUaire 3.3. // existe e > et une fonction localement bornee p : ia\j —?■ M>o tels que 

\{A^E{ct>,X)\A'E{ct>\X))^-u;''{X,X,ct>,ct>')\<p{\)mU'\\e-^^m\ 

pour (f), (j)' comme dans le Theoreme \cl.l[ T ^T et X £ ia\,j . 

Ingredients pour les demonstrations. Les outils essentiels pour ces resultats principaux de [5] 
sont 

(i) la theorie de base des series d'Eisenstein, leurs termes constants, les operateurs d'entrela- 
cement, etc ; 

(ii) le cas (f) € "4^usp(-^)x Tj 4>' ^ -^cusp(-^')x r traite par Langlands, cf. [U Lemma 4.2] et [HI 

§9] ; 
(iii) la construction du spectre discret par residus. 

En fait, les parties profondes (i) et (iii) pour les revetements sont traitees dans [ITj, tandis 
que (ii) est plus elementaire et s'appuie sur (i), pour I'essentiel. D 

4 Etude asymptotique du cote spectral 



Majorations Dans cette section, on fixe x ^ ^^ • Le symbole T designera toujours un element 
dans Oq. Dans [15], nous avons defini la distribution / i-^ "^x^f) ou / € C^{G). C'est un 
polynome en T. 

Fixons P = MU et vr G numt(-^)- En supposant que do{T) ^ 0, on definit un operateur 

nl^{P, A) : A\P)^,^ ^ A\P)^,^, X € ialj 

par la formule suivante 

{nl,{P,X)<l>\cP') = {A^E{cP,X)\A^E{cl,',X))^, 4>,4>' G A^(P\,^. 

On a aussi demontre au cours d'etablir la formule des traces grossiere que Q^,^(P, A)Zp(A, /)x,7r 
est un operateur a trace (voir la Definition 16. 6p . C'est done loisible de poser 

(3) ^L(^'/) ■■= \V{M)\-hT{nl^{PA)Zp{XJ\,^). 

On I'ecrira parfois ^^(A,/). La fonction ^^,^(A,/) n'est pas determinee par vr|^i, cependant 
son integrale sur A G i(a^^)* Test ; on salt que la somme sur vr de ces integrales est egale a J^{f) 
lorsque dQ{T) » 0. Nous devons preciser les phrases "(io(^) ^ 0" dans la suite. 

Proposition 4.1 (cf. [3l Proposition 2.1]). // existe des entiers positifs Co,c?o tels que pour tous 
f G C^{G^), n > ei T G ao avec do{T) > Cq, H existe une constante Cnj independante de T 
verifiant 

E E / I^L(^,/)l(l + l|A||)"dA<c„j(l + ||r||)'^". 



Choisissons une fonction hauteur || • || : G — ?> M>o comme dans [T^]. Soit A^ € M, posons 
C^(G) := {/ e C^iG) : fix) = si log ||x|| > N}. 
Idem pour C^{G^). 

Proposition 4.2 (cf. ^ Proposition 2.2]). // existe une constante Cq > telle que pour tous 
N>0, f e C^{G^), T G ao tel que do{T) > Co{l + N), on a 

P=MUDPo 7ren,„it(Mi) i(„G )* 

En particulier, le cote a droite est un polynonie en T. 

Nous employons la meme lettre Cq pour la constante car il n'y aura aucune confusion a 
craindre. 

Demonstration. II suffit de reprendre les arguments dans [3l Appendix], qui sont elementaires 
modulo la decomposition spectrale. D 



Introduisons niaintenant les espaces 

H{G) 

n{G^) 

nN{G) 

nN{G') 



{f eG^{G) : /est i^ - finie}, 
{/ G G^{G^) : f est K- finie}, 

n{G)nG^iG), 

niG^)nc^{G^). 



Plus precisement, on peut fixer T un sous-ensemble fini de Ilunitl-^) et noter ?^(G'^)r (resp. 
7i{G)r) I'espace des / G 7i{G^) (resp. / G TiriG)) dont les i^-types sont contenus dans F. 
Alors %{&) = Ur^(^^)r (resp. %{&) = Ur^(^)r)- Idem pour les composantes locales du 
revetement. Le resultat suivant garantit que toutes les sommes sur vr que nous considerons dans 
la suite sont finies. 

Proposition 4.3. Soient T un sous-ensemble fini de nunit(-^) st f & 'H{G^)y- H n'existe qu'un 
nomhre fini de tt £ nunit(-^"'^) ^e/s que 

- vr contient des restriction a K (1 M des elements de T, 

- A\P)^,^ + {0}. 

En particulier, la somme dans la Proposition \4-^ est finie. 

Demonstration. C'est une consequence de la construction du spectre discret par residus : voir 
|171 VI], notamment I'assertion sur I'admissiblite des parametres discrets et le Corollaire VI. 1.8. 

D 

Desormais, nous prenons toujours / G T-L{G^). 
Application d'un theoreme de multiplicateurs Notons F^o = IId oo ^'" ^^ 

Goo:=p-HG{Foo)), 

qui est un groupe de Lie dans la classe de Harish-Chandra. Les memes notations s'appliquent aux 
sous-groupes de Levi de G. Alors Koo '■= P~^(nt;|oo -^^) ^^^ ^^ sous-groupe compact maximal 

de Goo en bonne position relativement a Mq^oo- Notons 0oo I'algebre de Lie de Goo et 0oo,c '■= 
0OO (8)R C. On prend 
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- l)K '■ une sous-algebre de Cartan de I'algebre de Lie de K^o n Mq^oo, et 

- f}o : I'algebre de Lie d'un tore reel deploye maximal dans Mq^oo 
de sorte que 

est une sous-algebre de Cartan de la forme deployee de 0oo- Notons tjc := t) ^^ C et 

le groupe de Weyl absolu. Alors f) est invariant par W. Pour tout P € J^(Mo), on definit 

hp : [) ^i ap, 
X + Y h^ Hp{expY), pour X £i[}K,y <^^o- 

Son dual fournit une inclusion canonique a*p ^^ i}*. Notons t)^ := Ker {he), c'est un sous-espace 
ly-invariant. On fix un produit scalaire VF-invariant (, ) sur [), d'ou une norme || • ||, pour lequel 
/ip : f) ^» est une projection orthogonale. 

On definit ainsi la fonction || • ||oo : Goo — ^ I^>o P^r II^^Hoo = e"^" si x = kiex.p{X)k2 avec 
ki,k2 € Koo et X E tjQ. On suppose, comme c'est loisible, que || • ||oo est la restriction a Goo du 
hauteur adelique || ■ |j pour G. 

Soit TToo une representation admissible irreductible de Goo, on note u.,^^ son caractere infi- 
nitesimal. D'apres I'isomorphisme de Harish-Chandra, cela s'identifie a un element de fiJ/M^. 

Notons £"(()) I'espace des distributions (au sens de Schwartz) a support compact sur I), qui 
est une algebre sous le produit convolution *. Notons £{i))^ son sous-espace de VF-invariants. 
Soit 7 € £{i)), on note 7 G C°°{il)*) sa transformee de Fourier, qui se prolonge en une fonction 
entiere sur i)^. Idem pour f}^ au lieu de t). Notre etude de jj s'appuie sur le theoreme de 
multiplicateurs suivant. 

Theoreme 4.4 ([6, Theorem IIL4.2, Corollary IIL4.3]). Soient f^ G n{Goc), 7 S £{^)^ . 
Alors il existe une unique fonction /oo,7 G T~i{Goo) telle que pour tout vToo G nunit(Goo), on a 

7roo(/oo,7) = 7(l^7roo)71"oo(/oo)- 

Si f & 'HAr(Goo) et 7 est a support dans {H € t) : \\H\\ < N^} pour des N,N^ > 0, alors 

f-y G T-LN+N-yiGoo)- 

Ce theoreme d'Arthur est valable pour tout groupe de Lie dans la classe de Harish-Chandra, 
y compris les revetements. Remarquons que, lorsque 7 est la mesure de Dirac concentree en 0, 
on a /^ = /. 

Revenons au cas adelique. Pour vr = (^^, -Ky une representation admissible irreductible de G, 
on pose Vtt = v-k^- Soit / G 'H{G^), qui est la restriction d'une fonction Yli=i fi,oofi° G T~i{G), 
oh les fi^oo et /°° sont comme d'habitude des fonctions en les composantes archimediennes et 
non archimediennes, respectivement. Pour 7 G £^(f)^) , on pose 



Jl '•~ /_^ Ji,oo,-yJi 



i=l 



Gi 



Lemme 4.5. La fonction f^ G 7i{G^) est bien definie. Si f & 7i]\f{G^) et 7 est a support dans 
{H £i)^ : \\H\\ < N^} pour des N,N^ > 0, alors f^ G HN+N-yiG^)- 
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Demonstration. II sufHt de prouver la premiere assertion. Observons d'abord que 7 est invariant 
par iaQ. Soit vr € Ilunit{G), I'inversion de Fourier entraine que 

dA 



y.) j ^x\JZkocfA dA 



= 7('^7r)(vr|Gi)(/lGi)- 
Puisque vr est arbitraire, on voit que /^ est bien defini. D 

Fixons P = MU, x ^ ^'^i '^ ^ nunit(M) et A € ia^^ comme precedemment. C'est bien 
connu que le caractere infinitesimal de la restriction sur Goo de Ip^X)-^^-,^ est egale a la VK-orbite 
contenant Vt^ + A. On deduit du Lemme 113] et de ([3]) le resultat suivant. 

Corollaire 4.6. Soient f € niG^), 7 G £{[}^)^ et T e ao tels que dQ{T) > Cq. Alors 

^I/^(A,^) = 7K + A)^^(A,/). 

Des polynomes Pour tout Y £ i)^, on note par Sy la mesure de Dirac concentree en Y. Soit 
H £ t)^. Prenons 

oil 

Lemme 4.7. Soient N > 0, f £ 7i]\f{G^), T E ao tels que la niajoration dans la Proposition 
T^ est satisfaite pour la fonction fj S 'Hjv+||j^||(G-^). Alors 



J^if.) = \w\-'Y: E E ^n-'^^)e<^---^^> 



P=MU ^ ' 

ou, pour IT e nunit(M), on definit 

i^l{H):= I K{X)e(''^) dX. 

Remarquons que ■ip'^{H) = (011 T,H etant variables) sauf pour un nombre fini de ia^- 
orbites de vr G Il^riit{M), car / est supposee i^-finie. 

Demonstration. II suffit d'appliquer la Proposition S21 le Lemme [4.51 et le fait que 5y = e^'' ' 
pour tout Y. n 

En particulier, 

(4) p^iH):=\W\-'Y: E E ^^(--^^)e<--"^^> 

weW P=MUDPo 7rgnunit(Afl) 



est un polynome en T pourvu que do(T) > C(l + ||-ff||), oii C est une constante dependant de 
'x 



N. De plus, on a J^{f) = P^(0) pourvu que do{T) > C. 
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D 'autre part, d'apres la Proposition l4.1l il)'^{H) et p^ {H) sont lisses en H. La difficulte princi- 
pale est ce que ip^lH) n'est pas une distribution temperee en H. Cela necessite les constructions 
suivantes pour isoler les exposants reels. 

Soient P = MU comme ci-dessus. Pour tt G nunit(M), son caractere infinitesimal 1/,^ s'iden- 
tifie a un element v.,^ E ^^/W^'^ , oii W^ est le groupe de Weyl absolu associe a Moo- Si Ton 
ne regarde que vr|^^i, alors Vj^ est determine a ia\^ pres (rappelons que o^^ M- f)* via le dual de 
hp). Dorenavant, nous en fixons un representant, note abusivement v-,^, tel que 

avec 1 1 1^1 1 minimal. 

On dit que deux paires {wi,tti), (102,112) avec Wi € W, ttj G Il^nit{M^) [i = 1,2) sont 
equivalentes si wiX.,^-^ = W2Xt^^. L'ensemble de telles classes d'equivalence est note £. Pour tout 
r = [w,7r] G £^ (ne pas le confondre avec le meme symbole designant les -fsT-types dans ^, 
I'element X-p := wX^^ est bien defini. On pent regrouper les termes dans (JH et ecrire 

p'iH) = ^Vf(^)e<^^'^\ do(r) > C{l + \\H\\) 
Tee 

ou 

(5) i^^{H):=\W\-^ Y. €iw-'H)e^'''-'^~'''l 

(w,n)er 

Lemme 4.8. Soit D un operateur dijjerentiel a coefficients constants sur f}^. // existe une 
constante cd > telle que pour tout F G £", i7 € t)^ ei T G ao tel que do(T) > Cq, on a 

\Di;^{H)\<CD{l + \\T\\)^'. 

II en resulte que p^{H) est de degre < do en T. 

Demonstration. C'est une consequence immediate de la Proposition 14.11 D 

Proposition 4.9. II existe une unique famille de fonctions (pp (i7))rg£: qui sont polynomiales 
de degres < do en T et lisses en H telle que 

1. pour tout T,H, on a 

p'{H) = Y,pl{H)e^^-'^)- 
Tee 

2. il existe des constantes C, e > telles que pour tout operateur dijjerentiel D a coefficients 
constants sur i)^ , il existe une constante cd > verifiant 

(6) \D{^pUH)-p]:iH))\ < c^e-^'^«(^)(l + ||r||)'^" 
pour tous T,II,T avec dQ{T) > C(l + ||^||), et 

(7) \Dp^iH)\ < cd{1 + \\H\\)^^{1 + ||r||)'^° 

pour tous H, T. 
En particulier, pour tout T G ao, on a 



Tee 
et pf{H) est une distribution temperee sur f)^ pour tout T. 
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Demonstration. II decoule du resultat general fTj Proposition 5.1]. D 

Soit V est un M-espace vectoriel, on note S{V) I'espace des fonctions de Schwartz sur V. 
Soient F € f , /3 G 'S(f)^). Vu la Proposition 14.91 on pent definir 



p'[{l3):= Jp^{H)l3iH)dH. 



Pour tout e > 0, on definit la fonction /3^ : H \-^ g-dimf) p(^^-^f{"^_ Supposons de plus que 
/. 1 13(H) dH = 1. C'est un fait standard que 

limpf(/3,)=pF(0). 

e-S-O 

Definition 4.10. Soit P = MU € ^(Mq). Si g : qm — ^ C est une fonction et L € C, I'expression 

lira g{T) = L 
p 

T — ^oo 

signifie que, pour tous e, ?? > 0, il existe i? > tel que \g{T) — L\ < e pourvu que 

- (a, T) > R pour tout a € T,p ; 

- (a — 7//3, r) > pour tous a, /3 € Up. 

Cela est une version precise de la notion "T — )• cxo fortement dans ap^^ dans |3i p. 1272]. 
Lemme 4.11. Pour tout /? G S{i)^), on a 

y"vf(H)/3(F)dF-pf(/3) =0. 



lim 
Demonstration. C'est un exercice en analyse. On a 



tl;^iH)/3iH)dH-p'[i/3) 
1 



< j\iji{H)-pl{H)\.\P{H)\dH 



f)i 



/ 



{H:do{T)<C{l+\\H\\)} {H:do(T)>C(l+\\H\\)} 

Considerons la premiere integrale. Puisqu'on considere la limite T — > cx), d'apres ([7]) et le 
Lemme IMl iV'f (-H') -pf (-H')I est bornee par C'(l + ||r||)"'o(l + \\H\\Y'' pour une constante C . 
Vu la Definition UTUl on pent borner ||r|j par do{T) multiplie par une certaine constante et il 
existe une constante C" telle que 

||r|| <c"{i + \\H\\) 

pour tout H dans le domaine d'integration. Soit n E Z, n > 0. La premiere integrale est done 
bornee par 

C„||r|r" / \P{H)\{1 + \\H\\f'^''+'' dH 

oil Cn est une autre constante. Comme j3 G S{\)^), cette expression tend vers 0. 
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Pour la deuxieme integrale, on utilise ([U]). Elle est bornee par 



Cela tend vers lorsque T — > oo. D'ou le lemme. D 

Theoreme 4.12 ([3, Theorem 6.3]). Soit B € S{i[)* /ia}.)^ . Pour vr G nunit(M^) on pose 

B^{X) := B{iY^ + X), XeiialiY 
qui est bien defini, et pour e > on pose 

B\X) ■=B{eX). 
Alors II existe un unique polynome P'^{B) en T tel que 



T-^oo \ P=MU 
\ PDPo 

De plus, si B(0) = 1 alors 



5] I ^l{X)B^{X)dX-P^iB)\ =0. 



4{f) = lhnP'iB^). 

Demonstration. Montrons d'abord I'unicite. Soient P {B), Q (B) deux polynomes en T satis- 
faisant a la propriete du Theoreme, alors 

lim {P^iB)-Q^{B)) = 0, 

or cela entraine que P {B) = Q (B). 

Pour I'existence, on prend /3 G S{[)^) tel que B = /3|jf,*/jn* . Alors B'^ = /3e|j[)*/ja* • Posons 

P^iB):=J2pUf^). 

L' assertion resulte de ce qui precedent. D 

Maintenant on est en mesure d'employer les resultats du ^ Soient T G Oq, A, A' G ia^^- 
Definissons I'operateur suivant de ^^(P);^^,r sur lui-meme : 



(8) ul^iP,X',X):= Yl E Mit,Xr'M{t',X') 



Op, (t'X' - tx) ■ 

Pi=AhUit€WiaM,aM^) ' 

PiDPo t'€WiaM,aM^) 

Vu les resultats dans ^ cet operateur n'a pas de poles pour A, A' G iaXr. Posons 



ul^{P,X):=u;l^{P,XA), A G ia^ 



-"A/- 
*-M- 

Theoreme 4.13 (^ Theorem 7.1]). Soit B G C^{i\j* /ia*^)^ . Alors P^{B) est Vunique po- 
lynome en T tel que 

( 

lim 

\P^Po , 



T^oo 



Y, Y \nM)\-' I tT{Lol^{P,X)Ip{X,f)^,^)B^{X)dX-P^{B)\=0. 
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Observons que la somme sur vr est finie et les traces se calculent dans des espaces de dimension 
finie, grace a la ivT- finitude de /. 

Demonstration. Rappelons d'abord que 

Y, [ ^l{X)B^{X)dX = Y,\nM)\-' I tr{^l^{P,X)Ip{XJ)^,^)B^{X)dX. 






iiafi)* "'" *{a&)* 



Vu la definition de i7^,^(P, A) et le Corollaire 13.31 il existe une fonction localement bornee 
Ptt : ia*jy,j — > M>o telle que la difference 

J tT{nl^{P,X)Ip{XJ)^,^)B^{X)dX- J ti{cjl^{P,X)Ip{XJ)^,^)B^{X)dX 
est bornee par 



e-^ll^ll I pAX)B^{X)dX. 



Puisque la somme sur P, vr est finie et B est a support compact, I'assertion en resulte. D 

5 Formule explicite 

Fixons toujours / G "^(G^), x € ^'^ et S G C^iil)* /ia}.)^ tel que B{0) = 1. Dans 
cette section, nous nous proposons d'obtenir une formule explicite pour P^{B), et puis evaluer 
liuie-f-o P^ {B'^) , qui est egal a J^{f). 

Les operateurs Mp^^p^w, A) Solent P = MU, Pi = MiUi € -F(Mo), w G W{aM, omi)- Nous 
allons definir une famille d'operateurs d'entrelacement Mp-^\p{w,X) : 1p{X) — > Xp (wX) qui est 
meromorphe en A G o*mc- 

Considerons d'abord le cas w = 1, alors M = Mi. On pose 

{Mp^\p{l,X)(t)){x):= I (/>(n5)e<^-f^^("^)-^^i(^)>du 

(t/inl/)(A)\(7i(A) 

pour tons cj) G J?{P), x £ G. Cette integrale est absolument convergente si (Re A, a^) » pour 
tout Q G Ap. Ecrivons aussi Mp^|p(A) := Mp^|p(l,A). 

Considerons le cas general. Fixons un representant w G G{F) de w. Definissons A{w, A) : 
A'^iw-'^Piw) ^ A'^iPi) par 

{A{w,X)(t)){x) = (/)(u>-ix)e<^'("'"'-i)^«>. 

Posons 

Mp^\p{w, A) := A{w, A)M^-ip^^|p(l, A). 

C'est defini par une integrale absolument convergente si Re A appartient a un cone ouvert dans 
0^. Nous laissons le soin au lecteur de verifier que ladite definition coincide avec celle dans [4J, 



a savoir 



{Mp^\p{w,X)(p){x)= f (/.(?I;-iMx)e<^'^^('^ '"^^^-^'"^•■^^i^^^^dn. 



(C/in«it/«i-i)(A)\C/i(A) 
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On verifie que cela ne depend que de la classe wW^ . Lorsque P, Pi sont standards, ils sont 
determines par M et w, et on voit que 

M{w,X)=Mp^\p{w,X). 

Des arguments standards entrainent que les operateurs Mp^\p{w, A) satisfont aux memes pro- 
prietes analytiques que M{w, A). En particulier, ils se prolongent en des operateurs meromorphes 
en A et reguliers pour A G ^o^j, et on a les equations fonctionnelles suivantes. 

1. Solent P, Pi,P2 G J'(Mo), w G W{aM, umi) et wi G VF(omi, ciMa)) alors 

Mp^ip{wiw,\) = Mp^\p^{wi,w\)Mp^\p{w,\); 

2. Solent P,Pi,w comme precedemment et (/> G A'^{P), on a 

E{<p,X) = EiMp^^piw,X)<P,wX). 

Maintenant, soit Q G V{M). II exlste un unique parabolique standard Pi conjugue a Q, 
disons Q = t~^Pit oil t est unique en tant qu'un element de Wq /Wq^ . Pour T G Oq, on peut 
bien definir 

Yq{T) := la projection de t~ (T — Tq) + Tq sur oa/. 

Proposition 5.1. Soient P = MU G J^(Mo), vr G Uunit{M^) et X € ia^^, alors oj'^^^{P,X) est 
egal a la valeur en X' = X de 

{s\'-\,Yq(T)) 

E E M„p(A)-M„p(,.A-) 

sGW(M) Qg-P(M) ^^ ^ 

Demonstration. Dans la definition ([SD de a;^,r(P, A), on ecrit les elements t' G VF(om;OMi) 
comme t' = ts ou s G P^(aM;aM) = W{M). Supposons desormais que A, A' G ia^ et posons 
Q := t~^Pit. Pour conclure, il reste a verifier que 

Mp^|p(t, A)-iMp^|p(i5,A') = Mq|p(A)-1Mq|p(s, A')e<^^'-^'^"-*"'^«>, 
6p,{tsX'-tX) = 9Q{sX'-X), 
{tsX' - tX,T) + {sX' - A, To - t-^To) = {sX' - X,Yq{T)). 



D 



CoroUaire 5.2. Conservons les notations precedentes, tr (o;^ ,^(P, A)Zp(A, /);^^,r) est egal a la 
valeur en X' = X de 

(9) E E tr(MQ|p(A)-^AfQ|p(.,AOXp(A, /);,,.) ^ . 

Des (G, M)-familles Fixons M G /I(Mo), qui n'est pas forcement un Levi standard pour 
I'instant, et vr G Ilunitl-^^)- Rappelons que nous avons defini le sous-ensemble W^{M)y-eg C 
W {M) dans ^ oii L G C{M). On a une decomposition 

W{M) = \_\ VF^(M)reg. 

LeC(M) 
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Soit s G W{M). Prenons Punique L € C{M) tel que s S W^{M)j-eg. On a un isomorphisme 

all ® al ^ alj o^, 
(A,C)^(A,Az.), 

ou A := (s — 1)A + C et Al est la projection de A sur a^. Fixons P G V{M). Soient (A, Q) comme 
ci-dessus et T € Oq, definissons deux families de fonctions 

dQ(AL,A) :=tr(MQ|p(A)-iMQ|p(s,A + C)Xp(A,/)^,^), Q£V{M). 

Lemme 5.3. Les fonctions cq{T,A), dQ(AL,A) forment des {G,M)- families des fonctions en 
A G ialj. 

Demonstration. C'est pareil que [3l §2]. La famille {cq(T, A)}Qgp(A,/) est exactement celle uti- 
lisee par Arthur et le revetement n'y intervient pas. L'assertion concernant dQ{XL, A) est prouvee 
en utilisant des proprietes de base des operateurs d'entrelacement Mq|p(- ■ ■ ). D 

Maintenant, soient A, A' € ia*j^.j comme dans Q. Puisque nous ne regardons que la limite 
A' -^ A, c'est loisible d'ecrire A' = A + C avec C ^ i'^L- Via la bijection (A, () i-^ (A, A^) ci-dessus, 
on a 

A = (s-l)A + C = sA'-A. 

Supposons maintenant que P est un parabolique standard. Le terme associee a s dans ([9]) 
devient 

Y, CQ{T,A)dQ{XL,A)BQ{A)-\ 
Q£r(M) 

D'apres la formule de descente [15[ Lemme 4.2.4], sa valeur en A' = A est egale a 

Y, cUT,{s-l)\)d's{XL,{s-l)X). 

S£T(M) 

On en deduit que 

I tr {u;l^{P, X)Xp{X, f)^,^)B^{X) dX 

= E E / E cUT,is-l)X)d's{XL,{s-l)\)BAX)dX 

= Y\det{s-l\4,)\-' Y. I I cfiiT,f,)d's{X,f,)B^iis-ir'f, + X)dXdf, 

a I'aide de 1' isomorphisme (s — 1) : i{a^,j)* — t- i{a^,j)*. N'oublions pas que, vu le Theoreme l4.13^ 

il suffit de considerer le comportement de cette expression lorsque T — > cxd, ce qui est dicte 
par la (G, M)-famille (cQ(r, A))Qg-p(A/) qui n'a rien a faire avec les revetements. Les arguments 
dans [21 pp. 1305-1308] sont toujours applicables car la seule propriete de d'g{X,n) qui importe 
est sa lissite. lis entrainent que la difference entre 



J tr{u:l^iP,X)IpiX,f\,^)B^{X)dX 
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et 

Y,\det{s-Mj)\-' f [ Yl c!(r)4(A))i?^(A)dA 

tend vers lorsque T — ^ oo, et que cf{T) est un polynome en T pour tout 5 € J^{L). En 
appliquant encore une fois la formule de descente, on obtient 

Y, ci{T,K)d's{\K)= E CQ,{T,K)dQ,{\k)eQ,{K)-\ A,Ag<. 
S&T{L) Qier{L) 

Definissons des operateurs 

Mq{P, a, A) := Mq|p(A)-1Mq|p(A + A), 

MliP, A, A) := cq{T, A)Mq{P, A, A), Q e V{M) 

ou A, A G ia\f sont supposes en position generale. On verifie a I'aide des proprietes des operateurs 
d'entrelacement qu'ils forment des {G, M)-familles en A. 

Soit Qi € 'P{L), on choisit Q G V[M) avec Q C Qi. Si A, A € ia^, on verifie que 

Mq|p(s, a + A) = Mq|p(A + A)Mp|p(s, A + A) = Mq|p(A + A)Mp|p(s, 0), 

d'ou 

dQ, (A, A) = tr (Mqip(A)-IMqip(s, A + A)Xp(A, /)^,^) 

= tr (Mq|p(A)-1Mq,p(A + A)Mp|p(s, 0)Xp(A, f)^,^). 

Done cq^(T, A)(iQ^(A, A) est egal a 

tr {Ml^{P, A, A)Mp|p(s, 0)Xp(A, f)^,^). 

Vu le Theoreme 14.131 le bilan de ces raisonnenients est le suivant. 

Theoreme 5.4 (Cf. ^ Theorem 4.1]). P^(-B) est egal a 



(10) E E E E \nM)\-^\dei{s-l\a\,)\-'- 

P=MUdPo 

■ I tT{Ml{P,X)Mp\p{s,0)Ip{X,f)^,^)B^{X)dX. 
6 Convergence absolue 

L'etape suivante est d'evaluer Hui^^q P^ {B'') a I'aide de (jlOp . Pour ce faire, il faudra des 
majorations qui permettront d'appliquer la convergence dominee a (fTOl) . 
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Normalisation des operateurs d'entrelacement Solent M G C{Mq), P,Q G V{M) et 
vr = (^„7r„ G nunit(M^). Ici on regarde vr comme une representation de M sur laquelle Am, oo 
opere trivialement. Supposons que vr intervient dans le spectre discret L'^^^^{M (F)\M^) , c'est- 
a-dire la somnie directe completee des sous-representations irreductibles de L'^{M{F)\M^). En 
chaque place v de F, nous avons defini dans [TBI §3] les objets locaux suivants. 

- Les operateurs d'entrelacement JQtp{'^v,x) '■ Ip{'^v,x) -^ Iq{'^v,x), meromorphes en A G 

- Les facteurs normalisant rQ,p{TTx), qui sont des fonctions meromorphes en A G Imc- 
Lorsque v ^ Kam et vr^, est non ramifie, nous prenons les facteurs normalisants non ramifies 
(voir [m §3.4]). 

- Les operateurs d'entrelacement normalises RQ,p{TTyx) '■= ''^q\p{'^x)^^Jq\p(.'^v,x)- Us sont 
meromorphes en A et sont des operateurs unit aires pour A G ia\j. 

En fait, dans [16] on ne considere que les representations specifiques, c'est-a-dire le cas oil 
7r(e) = e • id pour tout e G pm- Or on pent toujours se ramener au cas specifique en passant a 
un revetement plus petit. De plus, on a la decomposition 

(11) rQ^p{TT^^x) = Y\. '^a{T^v,x), 

(12) -"KA):=rf;^^,^,P,^,Jvr.,,), 

oil Ma est le sous-groupe de Levi tel que Eg^j^^ = {a}. 

Soit (j) = (^ (j)y un element dans I'espace sous-jacent de Tp{'K\) := (^^ Xp{'Ky^\). Pour presque 
toute place v ^ Kam telle que vr^ est non ramifiee, rappelons que la commutativite de I'algebre 
de Hecke spherique garantit qu'il n'y a qu'une seule droite de vecteurs spheriques de vTt,, et (/>„ 
est le vecteur spherique que nous fixons pour definir le produit tensoriel restreint. Or, d'apres 
la construction des operateurs Rq,p{'j:v,\), on voit que RQ,p{-nv,x)4'v = (f'v pour tout A G a^c 
et presque toute place v. Done I'operateur d'entrelacement normalise global 



Rq\p{t^x) :=n-^<9|p(^' 



v,X) 



est bien defini : son action sur chaque vecteur lisse est effectivement donnee par un produit fini. 
D'autre part, J?{P).,^ s'identifie a un sous-espace dense de Hom(7r, L^jg^(M(F)\M-^)) (g) 
Xp(A). Idem pour Q au lieu de P. En comparant les formules definissant Mq\p{\) et celles pour 
les Jq\p{t^v,x)-, on voit que 



id(g) JJ jQ|p(7r^,A) 



= ^QIP(A) 



pour ReA suffisamment positif. Cf. [17' II. 1.9]. II definit done une famille d'operateurs meromorphes 
en A. On en deduit le resultat suivant. 

Lemme 6.1. Le produit infini 

rQipi-^x) ■■= n ^q|pK,a), a G a*M^c 

V 

est convergent pour ReA suffisamment positif et definit une fonction meromorphe en A. 

Remarque 6.2. On conjecture, du moins dans le cas des groupes reductifs, que rQ^p{Trx) 
s'exprime en termes des fonctions L automorphes et des facteurs e. Nous n'aborderons pas ce 
point de vue dans cet article. 
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Une majoration pour les facteurs normalisants Fixons P G V{M) et definissons les 
(G, M)-familles suivantes en A G ciX/c 

7^Q(7^,A,P) := i?Q|p(7r)-^i?Q|p(7rA), 
rQ(7r,A,P) := rQ|p(7r)"VQ|p(7rA). 

Theoreme 6.3. Soit L € C{M). II existe un entier uq tel que 

|rf(7rA,P)|(l + ||A||)-"«dA<+oo 



pour tout S G J^{L)- 



iiafr 



C'est le resultat technique principal dans cette section. Effectuons d'abord une reduction. 
Considerons une fonction de la forme A i-)- c{7rx) oir A G M, on note c(7rA) := -377 c(7rA+^) 
pour ne pas le confondre avec le formalisme de (G, M)-familles. 

Lemme 6.4. // existe un entier uq tel que pour tout a G Sp*^, on a 

|r„(7rA)-V,(7rA)|(l + ||A||)-"« dA < +00 



Demonstration du Theoreme \6.3\ en supposant le Lemme \6.4\ On observe d'abord que (rQ(7r, A, P))(; 
est de la sorte des (G, M)-familles considerees dans [4, §7] d'apres (fTT]l . Ecrivons S = LgUs- 
Alors 

rf(7rA,P) = j;mes(a^VZi^L) H ^"(^a)-V„(^a) 

F «G-F 

ou F parcourt les sous-ensembles de ^^''^^ tels que F^ := F^\a^ est une base de a^"^. Ainsi, 
on decompose I'integrale en question en une somme sur les F. Par abus de notation, on note 
momentanement {zUa}aeF la base duale de F'^\a^. Pour chaque terme associe a F, on utilise la 
decomposition 

aeF 

et le Lemme [6.41 pour conclure. D 



Demonstration du Lemme\6.4[ C'est pareil que [H Lemma 8.4]. Donnons-en une esquisse. Pour 



simplifier, on pent supposer que M est un Levi propre maximal standard de G. Ecrivons V{M) = 
{P, P} ou P est standard, Ep'^ = {a}. Posons w := Wa- Prenons x € ^^ tel que J?{P)T^y^ 7^ 
{0}. 

Le point de depart est la Proposition 14.11 : il existe des entiers no, do tels que pour tout 
vecteur (f) G J?{P)^^t^, il existe une constante c^ telle que 



j mi^{p, \)<i>\4>m + iiAii)-"° dA < c^i + iiri, 



Le Theoreme 13.11 donne un developpement de la forme 



inl^{P,X)cP\<P)= Yl gp'^(A,A,0,0)e<^'^>. 
xeexp 
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Fixons (j) et introduisons un ensemble fini Cx C Horrid (m^jjiag) pour tout X G £'xp, tel qu'il 
existe des fonctions o"|^(A), polynomiales en T et analytiques pour A G «ci^/, avec 



g5'^(A,A,0,0)e<^-^)= J^aKA) 



(L(A)+X,T> 



J^e^x 



Done il existe un entier d » tel que, si Ton prend ^ E ao avec {X,S) < pour tout 
X £ <?xp, X 7^ 0, et pose 

6t '■= I'operateur {6tiP){T') = il){T' + ^) pour toute V' : do — ?■ C, 

At(A):= n fe-e<^W+^'«>id)', 



xe£'xp\{o} 
i^e£x 

alors 

At(A)([7^,,(P, A)</.|<A) = AT(A)(a;^,,(P, A),/<|<A). 

Puisque |e' '^"'^ '^'| < 1, on en deduit une niajoration 

(13) j |At(A)(c.^,,(P, A)0|<A)|(1 + ||A||)-"« dA < 4(1 + \\T\\Y- 

pour une autre constante c',. Dans ce qui suit, nous fixons le vecteur non nul (f) € A^{P)^^t^. 

Ecrivons A = zw oil z E iK. Appliquons la formule fournie par la Proposition 15.11 On 
voit que (li;^,^(P, A)(^|(/))) est la somme d'au plus deux termes. II y en a toujours un terme 
correspondant a s = 1 E VF(M), qui est 

^^ ^ (A'-A,yQ(T)> 

^un Y. (MQ|p(A)"^MQ|p(y).^|<A) n^y_y, ' 
puisque dima^^ = 1, d'apres [IJ §7] cela est la somme des trois termes 

(14) -{Rp\p{T^z-uo)~^Rp\p{T^zvu)<t>\4>) 

(15) -ra{'^zm)~^'ra{T^zvj){(t)\(t>) 

(16) +2(tU,r-ro)((/)|(/.). 

L'autre terme eventuel correspond a s = Sq, E W{M), la symetrie orthogonale associee a a, 
si elle existe. De la meme fagon, c'est egal a 

/^ (Mp|p(.^,zn7)-V|</>)e^^<--'^) (Mp|p(s„,zt^)</.|</.)e-2-<-'^)^^ 

(17) mes[aM/^a)\ ■ ^ h ' 



2z -2z / 

lorsque z 7^ 0. 

Montrons que le terme ()14p satisfait a une maj oration de la forme 

(18) j \/\t{zw){- • • )l(i + l^r"« dz < c';(i + iiriD-^o 

m. 

pour un entier no suffisamment grand et une constante c'^ Comme ce que nous avons constate 
dans la definition de Rp\p{'T^zvj)i c'est essentiellement un probleme local. La propriete (R8) 
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dans [TUl §3.1] entraine que cela est vrai sans A.t{zw). Afin d'etablir ([ISD, il suffit de noter que 
I'operateur Aj'(zci7) a pour effet d'introduire le facteur uniformement borne en z : 



Y\ [i_e<^(^'^)+-^'«)) . 



Xe£xp\{o} 
LeCx 

Montrons ensuite que P^ satisfait aussi a ([IHD- U suffit de constater que I'effet Ay (A) est 
de le multiplier par 

xefxp\{o} 
LeCx 

qui est toujours uniformement borne en z. 

Supposons que Sa € W{M) existe et considerons (fT7|) . II est borne pour z G zM eloigne de 
car Mpip{sa, zTu) est un operateur unitaire. D'autre part, la somme des deux termes dans 
pT|) est reguliere en z = 0, done est bornee pour z proclie de 0. L'effet de At{zzu) sur pT|) est 
d'introduire le facteur 



n 



^±2z{uj,0 _ ^{L{z^)+X,0 



xe£xp\{o} 
LeCx 



pour les termes avec =b2z, respectivement. Ceci est lisse en z et uniformement borne. D'oii la 
majoration (|18|) . 

La majoration (fT3]l et les majorations de la forme (fTSj) satisfaites par (fHj) . (fT6]l . (fT7|l en- 
trainent qu'il existe une constante c" et un entier no tels que 



I |AT(zw)r,(7r,^)-V,(7r,^)|(l + |z|)-"" dz < c"(l + ||r| 



\do 



Or ra{TTz-w)~^ra{7Tzm) etant independant de T, l'effet de Aj'(2;rJ7) est d'introduire le facteur 
]^j^^(l — e'-^^^'^)"'"'''-'^'), qui est eloigne de 0. On en deduit la meme majoration sans At{zw) 
quitte a agrandir c", ce qu'il faut demontrer. D 

Remarque 6.5. II serait plus satisfaisant d'etablir une majoration uniforme en vr, comme ce 
qu'est fait dans [HI Theorem 5.3]. Une telle amelioration sera utile pour des problemes de 
convergence absolue du cote spectral, cf. [T3] . 



Le developpement spectral fin Fixons maintenant des donnees suivantes comme au ^ 

- X e :^^, 

-Me £(Mo), P e V{M), 

- L G £(M), 

- s G Vr^(M)reg, 

Soit vr G nunit(Mi). Nous avons deja defini la (G, M)-famille TZq^-kx-.P) (ou Q G V{M)), 
d'ou les operateurs TZ'g{TTx,P) pour chaque S G J^{L). Tout d'abord, il convient d'introduire la 
norme de traces || • ||i pour les operateurs. 

Definition 6.6. Solent {H, (•, •)) un espace d'Hilbert et A : H ^ H un operateur borne. On 
note 

\A\ := {A*A)^ 
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I'operateur obtenu par le calcul fonctionnel. Soit B une base orthonormee de H, on definit la 
norme de traces 

Pill :=^(|A[t;,?j) gMU{+oo}. 

C'est connu que ||A||i ne depend pas de B. Un operateur borne A : H ^ H est dit a trace si 
||A||i < +00 ; dans ce cas-la on pent bien definir sa trace 



tvA := y^^jAv, 



veB 
qui est independante de la base orthonormee B. 

Ces notions sont standards en la theorie des operateurs ; voir par exemple [11^ §18]. Ci- 
dessous sont les proprietes de || • ||i qui nous concernent. 

1. Les operateurs a trace forment un ideal de I'algebre des operateurs bornes, pour lequel 
II • 111 est une norme. 

2. Si A est a trace, alors |tr j4| < ||A||i. 

3. Si A est a trace et B est borne, alors tr (AB) = tr (BA). 

4. Soit U : H ^!- H un operateur unitaire, alors ||C/A||i = ||AC/||i = ||^||i. 

Les operateurs que nous considererons sont tons de rang fini, done ces notions appartiennent 
effectivement a I'algebre lineaire elementaire. 

Lemme 6.7. Pour tout entier uq > et toute vr E nunit(-^^)) ^^ existe une constante c,r(?^o) 
telle que pour tons A € i(o^)*, on a 

\\n's{-Kx,P)M^^f)xAi < c.(no)(l + ||A||)-"°. 

Demonstration. Vu la iiT-finitude de /, la trace et la norme || • ||i se calculent dans un espace de 
dimension finie. D'apres les definitions des operateurs TZq{t:x., P) et Ip{X, /)x,7ri on se ramene a 
une situation locale. Les places non archimediennes ne posent aucune difRculte : elles donnent des 
facteurs uniformement bornes en A. En les places archimediennes, on conclut par les proprietes 
suivantes. 

1. Les coefficients isToo-finis des operateurs d'entrelacement normalises, ainsi que leurs derives, 
sont a croissance moderee en A G ia^^ (voir [16, §3.1]). 

2. Les coefficients de I'operateur Ip{\, f)x,iT en les places archimediennes sont a decroissance 
rapide en A G io*M- En effet, ceci est la partie facile du theoreme de Paley- Wiener d'Arthur 
[5] qui vaut pour les revetements. 

D 
Lemme 6.8. L'integrale double 

Y, I tr{ML{P,X)Mp\p{s,0)lp{X,f)x,^)dX 

converge absolument. 
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Demonstration. Puisque I'operateur d'entrelacement Mpip{s,0) est unitaire, on a 

|tr {Ml{P, A)Mp|p(s, 0)Zp(A, f)^,^)\ < \\Ml{P, A)Mp|p(s, 0)Xp(A, /);,,^||i 

= \\ML{P,X):i^p{X,f)x,^Mp\p{s, 0)\\i 

= \\ML{P,X)Ip{XJ)x,n\\l- 

Done il suffit de montrer la eonvergenee absolue de 

Y, I \\ML{P,X)Ip{XJ)x,AidX. 

En appliquant la formule de descente pour {G, L)-familles [151 Lemme 4.2.4], Adi{P, X)Ip{X, f)x,iT 
est egal a 

Y, n's{7rx,P)rU7rx,P)Ip{XJ)x,^. 

S€T(L) 

D'ou 

Y J \\MLiP,X)IpiX,f\,^\\idX< 

E E / il^5(vrA,P)Xp(A,/)^,^||i-|rf(7rA,P)|dA. 

Puisque la somme sur vr est finie, on conclut en appliquant le Lemme 16.71 et le Theoreme 
[Ql D 



Rappelons que les objets A^l(P, A), Mp|p(s,0) et Ip{X, f)^,^-,^ sont definis pour tout M £ 
C{Mq) et tout P G J'(Mo) pas forcement standard. 

Theoreme 6.9 (Cf. ^4* Theorem 8.2]). On a 

JxU)= Y. Y. Y. Y. \Wo''\\w^\-'\v{M)r- 

■\det{s-l\aij)\-' f E tr(A^i(P,A)Mp,p(s,0)Xp(A,/)^,OdA. 

Demonstration. Vu le Theoreme 14.121 oii prend B G C^(if)*/io^)^ avec -B(O) = 1 et on calcule 
lime_^o -P"^" (-^^) ^ I'aide du Theoreme 15.41 qui dit que P'^°{B^) est egal a 



E El^WI'^l^^t^^-ll-^M)!"' / tr(M^»(P,A)Mp|p(s,0)Tp(A,/)^,O(P%(A)dA. 

=MUiT,L,s ., /..^ 

D'abord, 7W^"(P,A) est la limite 



|hn E e<^'^'3i(^°)>A^Q,(P,A,A)0Q,(A)-\ 

"^ Qi&V{L) 



Or iQ^(ro) est la projection de Tq sur o^, qui ne depend pas de Qi, done A^^°(A,P) 
>^l(A,P). 
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On remplace ensuite la somme sur P D Pq par une somme sur M € £.{Mq) et P € V{M) 



en introduisant siniultanement le facteur |W^o ||Wq | ^. Cela donne I'expression suivante pour 



E \w^\\w^\-'\nM)\-'\dei{s-i\4,)\-' 

M,iT,L,s 

I Y. ti{ML{P,X)Mp\p{s,0)Ip{X,f)^,^){B%{X)dX. 

On a {B'^)t^{X) = B[e{iY-,^ + A)). II est borne par sup_>^g(j, |-B(A)| et converge simplement vers 
S(0) = 1 lorsque e — )• 0. Le theorenie de convergence dominee et le Lemme 16.81 permettent de 
conclure. D 

CoroUaire 6.10. La formule dans le Theoreme\6^peut aussi s'ecrire comme 

Mf)= E E E E \K'\K\-'- 

MeC{Mo) vren^nitCA/l) L&C{M) seWL{M)reg 



\det{s-l\aii)\-^ I tv{ML{P,X)Mp\p{s,0)Ip{X,f)^,^)dX 



oil P ^ V{M) est arhitraire. 

Demonstration. Montrons que le terme tr (• • • ) est independant de P. Solent P, Pi £ V[M). Si 
A, A G io.\j, alors 

Mq{Pi,X,K) = Mp|p,(A)-1Mq|p(A)-1Mq|p(A + A)Mp|p,(A + A) 
= Mp|p,(A)-iA^Q(P,A,A)Mp|p,(A + A) 

pour tout Q € V{M). Fixons A, alors la (G, L)-faniille en A induite verifie la meme propriete. 
On en deduit 

Ml{PuX) = Mp\p^{X)-^Ml{PA)Mp\p^{X). 

Supposons maintenant que A G ia*^ et s G W^{M)^f.^. On a Mp|p(s,0) = Mp|p(s,A), 
Mpj|Pj(s,0) = Mp^|p^(s,A). En utilisant les proprietes des operateurs d'entrelacement globaux, 
on obtient 

ML{PiA)Mp,\p,{s,Q)Xp^{XJ\^^ = Mp\p^{X)-'ML{PA)Mp\p^{X)Mp^\P^{s,mpS^^f)x,- 

= Mp\p^ {X)-'Ml{P, X)Mp\p{s, 0)Mp|p, (A)Zp^ (A, /)^,, 

= Mp|p,(A)-iML(P,A)Mp|p(s,0)Zp(A,/);,,^Mp|p,(A). 
Done cet operateur a la meme trace que A^l(P, A)Mp|p(s, 0)Xp(A, f)x,n- D 

7 Coefficients discrets 

Solent i > et M G C{Mo), on definit 

Ut{M^) := {vr G n,„it(M^) : ||Imz.^|| = t} 

ou i/jr G f)^/VF^^ est defini dans ^; rappelons que le caractere infinitesimal Ujr est bien defini 
comme un VF*^-orbite dans f)*/io^ et on en prend un representant de la norme minimale. 
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On definit 

Mf):= Yl -^xU), f&n{G'), 

X:\\lmux\\=t 

alors on a J2t>o "^<(/) ~ '^(/)- ^ priori, Jt{f) est defini par une somme absolument convergente. 
Or il resultera du Lemme 17.21 qu'elle est efFectivement une somme finie pourvu que Ton fixe les 
K- types de /. 

Pour t fixe, on s'interesse a la partie dite t-discrete de J{f) definie comme ci-dessous. Notons 
Ljjg^ j(M(F)\M^) la somme directe des composantes 7r-isotypiques de L'^-^^^{M{F)\M^) avec 
TT G Ilt{M^). Pour P G V{M), on definit la representation ^pi^isctW comme I'induite para- 
bolique normalisee de L'^^^^^{M{F)\M^) (g) e^^'^'^'^'^' . Ces sous-representations de 1.p{\) sont 
respectees par les operateurs d'entrelacement Mq\p{w,X) pour tons P,Q £ V{M), A G oX/c ^^ 
w G VFq^. 

Proposition 7.1 (Cf. [HI Lemma 4.1]). Pour tout t > 0, la representation 2^pdisc t(-^) ^^^ 
admissible. 

Rappelons que I'admissibilite signifie que chaque i^-type est de multiplicite finie. 

Demonstration. Comme dans le cas local, I'admissibilite est preservee par induction parabo- 
lique, done on se ramene a prouver I'admissibilite de L'^^^^^{G{F)\G^). On decompose 

Ll,,/G{F)\G') = Ll,,JG{F)\G'). 

X:\\lniu^\\=t 

La construction du spectre discret entraine que chaque L'^-^^^ {G{F)\G^) est admissible 
(d'apres les memes references que dans la preuve de la Proposition I4.3p . D'apres la construction 
du spectre discret [TTl V], le lemme suivant permet de conclure. D 

Lemme 7.2. Soit T un sous-ensemble fini de Ilunit{K). Designons par H Vensemble des ca- 
racteres infinitesimaux Uj^ G ij^/W des representations automorphes cuspidales vr G nunit(G^) 
contenant des K -types dans T. Alors 

1. r. est discret dans \)*^/W mod ia*Q, 

2. I'image reciproque de H dans f)^ a pour partie reelle bornee. 
Idem pour les sous-groupes de Levi de G. 

Demonstration. Montrons d'abord que H est discret. En effet, I'element de Casimir dans C/(0oo,c) 
agit sur I'espace des formes automorphes cuspidales sur G{F)\G^ . II suffit de montrer que le 
spectre de I'element de Casimir est discret et chaque valeur propre est de multiplicite finie. Ceci 
est bien connu; voir par exemple [ JL2j, Theorem 9.1], qui s'applique egalement aux revetements. 
La deuxieme assertion concerne les representations unitaires irreductibles de Goo contenant 
un Xoo-type prescrit. II n'existe qu'un nombre fini de ia*^ -orbites de representations de carre 

integrable modulo le centre qui contiennent le Koo-type choisi (voir [19l 7.7.3]), done I'assertion 
vaut pour de telles representations. On en deduit le cas des representations temperees car 
I'induction parabolique unitaire ne touche que la partie imaginaire du caractere infinitesimal. 

Considerons le cas general ou la representation en question vToo G nunit(G'oo) est le quotient 
de Langlands 

ou 

- Q = LU est un parabolique standard de Goo (on fixe un parabolique minimal de Goo), 
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- a est une representation temperee de L, 

- A S 0^ c est tel que 

(19) (ReA,a^)>0, a G Aq. 

Un lemme de Langlands p^, 5.3.4] dit que, pour tons v € Xq((T>,) et -u € Xq((T^^), on a 

(20) Hm e-<^-^«'^^('^))(i),ZQ(aA,a)«) = {v(\) , J ^^^{a ^)v(\)) „ . 

a — >-oo 

Ici la notation signifie que a G Al , la composante neutre de la composante deployee de Zj^, et 
HL{a) tend fortement vers I'infini dans la chambre 

{i7 G aL : Va G Ag, {a,H) > 0}, 

cf. la Definition liHH 

On prend v,v de sorte que {v,ZQ{ax,-)v) est un coefficient matriciel de tTqc, qui est borne 
puisque tToo est unitaire, et que le cote a droite de ([20]) est non nul. II en resulte que 

(21) {ReX-pQ,w^)<0, oGAq. 

Vu ([T9|) et (f2T]) . c'est bien connu que ReA appartient a un sous-ensemble borne de a^. 
Puisque i^Tr^ = f o- + A modulo W, I'assertion en resulte. D 

CoroUaire 7.3. Soient f G n{G'^), P = MU G T{Mo), s G W'^{M),eg, dors Voperateur 
Mp^p{s,0)Ip^^-^^^^{0, f) est a trace. 

Les termes avec L = G dans le Corollaire 16.101 sommes sur tout x avec ||Imz^-;^|| = t, 
definissent une nouvelle distribution, a savoir la partie t-discrete de J(/) : 

Jdisc,t(/) := E E K'l|VFo^rVet(l-s|a^,)|-Hr(Mp|p(.,0)Zp,i,^^,(0,/)) 

A/6£(A/o) sgVy<3(M)rcg 

Oil P G V{M) est arbitraire. 

Vu ladite admissibilite, on pent definir des coefficients uniques Oj^scl^) ^ ^^ pour tout 
vr G n((G'^), tels que 

Jdisc,t(/)= E «L(vr)tr7r(/), / G ?^(G1). 
TTGntiGi) 

II conviendra de definir un sous-ensemble de Jlt{G^) qui sera un domaine plus commode 
des coefficients a^isc(") dans les articles suivants. Notons ndisc,t(G'^) I'ensemble des constituants 
irreductibles (restreintes k G^) des induites paraboliques normalisees de cr G Iit{M^) tel que 
«dfsc(^) 7^ 0- C'est clair que si vr G Iit{G^) et a%^^{n) ^ 0, alors vr G ndisc,t(Gi). 

Proposition 7.4. S'off F un sous-ensemble fini de Il^^^[t{K). Alors il n'existe qu'un nombre fini 
c/e vr G liaise. i(G') dont la restriction a K contient un element de F. 

Demonstration. Observons que les elements de ^disc,t{G) sont des constituants irreductibles de 
-^Pdisct(^)' "-"^^ ^ parcourt F{Mq). La finitude decoule done de I'admissibilite. D 

Remarque 7.5. Jusqu'a maintenant nous avons fixe t et nous n'etudions que Jdisc,t(/)- H 
serait tentant de definir Jdisc(/) comme la somme des termes correspondants a L = G dans le 
Corollaire 16.101 et essayer de montrer que Jdisdf) = Ylt'^disc,tif)- H s'agit d'un probleme de 
la convergence absolue de X]i>o '^disc,t(/) comme une integrale double. Nous ne traitons pas ce 
probleme ici, cependant il convient de remarquer que le cas des groupes reductifs connexes est 
resolu dans [13] . 
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